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2 Mechanické kmitanie a vinenie
2.1 Mechanické kmitanie

2.1.7 Dynamika kmitavého pohybu

Pricinou kmitavého pohybu je sila pruznosti alebo tiazova sila. Pomocou 2. Newtonovho
zdkona moézeme pre velkost tejto sily pisat:

F =ma=-mao’y
¢o je pohybova rovnica harmonického kmitania.

Vztah a:—a)zy, ktory bol v odvodeni pouzity, bol odvodeny spolu so vztahom zavislosti
velkosti okamzitého zrychlenia od cCasu.

2.1.8 Kmitanie sposobené silou pruznosti

Vlastnosti mechanického oscilatora, ktory vytvorime zavazim zavesenym na pruzine, su dané
hmotnostou m tohoto telesa a tuhostou pruziny k. Ak zavesime na pruzinu dizky |, zavazie

s hmotnostou m, zaéne pésobit na pruZinu sila, ktord je Umernd predizeniu pruziny Al.
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Konstantou Umernosti je tuhost pruziny k definovand vztahom k=—; [k]:N.ml.
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V rovnovaznej polohe na pruZinu so zavazim pdsobi sila pruznosti s velkostou F, =k.Al asila
tiazova F;, ktord ma rovnaku velkost, ale opacny smer. Preto

mg = KAl

Sila pruznosti sa snazi vratit pruzinu do pdvodného nedeformovaného stavu (e$te pred
zavesenim zavazia). Po zaveseni zavazia na pruzinu mieri sila pruznosti vzdy smerom hore.
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Ak uvedieme oscilator do kmitavého pohybu, tiazova sila je konstantna (ma rovnaka velkost
a smer). Meni sa ale velkost sily pruznosti, pretoze sa neustdle meni vychylka telesa

zaveseného na pruzine, ¢o modzeme vidiet aj na obrazku. Pre vysledn( silu F plati:
F= pr + IfG . Pre velkost tejto sily mézeme pisat:
F=F,—F,=mg—Kk(Al +y)=—ky

Opéat si musime uvedomit, Zze okamzitd vychylka oscildtora je merand od rovnovaznej polohy.
Ak sa nachadza oscilator pod rovnovaznou polohou svojho kmitavého pohybu (posledna

zakreslena situacia na obrazku), mieri sila F smerom hore.



V pripade, ked' sa oscilator nachadza nad rovnovaznou polohou, mieri sila smerom dole. Inymi
slovami: sila F ma vzdy opacny smer ako vychylka oscilatora.

Sila F posobiaca na mechanicky oscilator smeruje stale do rovnovaznej polohy a je pric¢inou
kmitavého pohybu.

Ak porovname odvodenu velkost sily s pohybovou rovnicou harmonického kmitania, mdzeme
napisat:

—ky =-ma’y
s 2_k P : k ’
odkial'dostavame @" = — . Ak kmita oscilator s uhlovou frekvenciou @, =,/— , nazyvame toto
m m
kmitanie vlastné kmitanie oscilatora. Odtial uz fahko odvodime vztahy pre periédu T,

T, = 27z\/E
k

1 |k
fo=——,—
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a frekvenciu f; vlastného kmitania:

Pruzinovy oscilator je hmotny bod s hmotnostou m zaveseny na pruzine s tuhostou K.
V rovnovaznej polohe je tiaZova sila v rovnovahe so silou pruznosti pruziny, teda m.g =k.Al.
Ak okamzita vychylka je rovna Yy, tak na hmotny bod posobi vysledna sila

F=F,—F,=mg—k(al +y)=—k.y

v F
L

. . . . k
teda pruZinovy oscilator je harmonicky . Potom m.a=-k.y, odkial a=——y = —a)zy.
m

/k /m
Uhlova frekvencia bude w =,/— a pre periddu vlastnych kmitov plati T =27 PR
m

2.1.9 Kmitanie sposobené tiaZzovou silou - kyvadio

Kyvadlo sa objavuje v historii ludstva velmi skoro ako jednoduché zariadenie na meranie ¢asu.
Jeho periédu je mozné jednoducho a presne nastavit zmenou jediného parametru - dizky
kyvadla |. Konstrukciou prvych kyvadlovych hodin sa zaoberal holandsky fyzik Christian
Huygens (1629 - 1695).

Ako kyvadlo sa oznaduje akékolvek teleso zavesené nad taziskom, ktoré sa mdze volne otacat
okolo vodorovnej osi prechadzajucej bodom zavesu kolmo k rovine kmitania.

Existuju tieto druhy kyvadiel:
1. matematické kyvadlo - najjednoduchsi typ; jedna sa o hmotny bod na dlhom zavese,
ktory sa kyve s malym rozkyvom;
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2. fyzikalne kyvadlo - kyvadlo, u ktorého je nutné vziat do Uvahy jeho moment
zotrvacnosti;

3. kénické kyvadlo - kyvadlo, ktoré opisuje pri svojom pohybe plast kuzela; vrchol
kuzela pritom lezi v mieste upevnenia kyvadla;

4. Blackburnovo kyvadlo - kyvadlo, pomocou ktorého je mozné demonstrovat
Lissajousove obrazce vznikajuce pri skladani dvoch na seba kolmych kmitov;

5. torzné kyvadlo - kyvadlo, zalozené na deformacii krdtenim pevného vldkna alebo
pevnej tyce.

Matematické kyvadlo mdze byt lopti¢ka zavesena na tenkej Snurke, skokan bungee-jumpingu
kyvajuci sa na dlhom lane, ... . Fyzikdlne kyvadlo predstavuje baseballova palica, s ktorou
kyve hrac v ruke, ... . Koénické kyvadlo je lopti¢cka, ktord rozkyveme tak, Ze Spagatik, na
ktorom visi, opisuje plast rota¢ného kuzela.

2.1.9.1 Matematické kyvadlo

Najjednoduchsim modelom kyvadla je matemetické kyvadlo, u ktorého reSpektujeme isté
aproximacie a obmedzenia:

1. Obmedzime sa na malé vychylky, aby sme mohli obliuk, po ktorom sa teleso
pohybuje, povaZovat za Usecku. Toto je dostato¢ne presne splnené pre vychylku zhruba
do 5.

Toto zjednodusSenie vychadza z vlastnosti goniometrickych funkcii. Pre malé uhly
plati:sina = o .
Je jednoduché si overit, Zze to pre Sina =a skuto¢ne plati. Na kalkulacke premerite

uhol 5° do oblukovej miery (vyjadrite ho v radidnoch) a najdite jeho sinus. Obe C¢isla
(uhol aj jeho sinus) budu skoro rovnaké.

2. Zanedbavame trenie v bode zavesu i odporovu silu vzduchu.

Pricinou kmitavého pohybu je pohybova zlozka F tiazovej sily IEG. Sila IfG vznikd pri
vychyleni kyvadla z rovnovaznej polohy.
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Podla obrazku plati:
sina = i Y.y
Fo | I

kde y je dizka obliku opisaného hmotnym bodom tvoriacim matematické kyvadlo. odtial
dostavame:

F i—FGTy:—mgTy



Znamienko minus vyjadruje fakt, ze sila (rovnako ako u telesa zaveseného na pruzine) je

orientovana opacne ako vychylka. Sila F totiz posobi vzdy smerom do rovnovaznej polohy,
zatial' ¢o vychylka sa meria od rovnovaznej polohy.

Ak zrovname tento vztah s pohybovou rovnicou harmonického kmitania, dostavame

“mgY = —may

g

Odtialto ziskame pre uhlovl frekvenciu vztah a):\/l:. Vlastné kmitanie matematického

kyvadla je opisané uhlovou frekvenciou a)ozwflg. Z tohoto vztahu uz velmi jednoducho

odvodime vztahy pre periddu a frekvenciu vlastného kmitania matematického kyvadla:

I
T0:27r\/§

f -t |9
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Rovina kyvu kyvadla sa pocas jeho pohybu zachovava, ¢o je mozné overit napriklad
Foucaltovym kyvadlom. To je vytvorené dostato¢ne dlhym zdvesom s tazkym zdavazim, ktory
sa necha kyvat dlhsiu dobu. Na pociatku kyvania sa urci rovina, v ktorej sa ma kyvadlo kyvat
(vzhladom na okolie) a po urcitej dobe sa zisti, Zze rovina kybu sa od p6vodného smeru
odchylila, pretoze kyvadlo sa kyve stale v rovnajek rovine a Zem sa ,pod nim podtaca".

Dly zdves a velkd hmotnost zavaZia sU nutné pre vyhodny pomer velkosti tiaZzovej sily
a odporovej sily vzduchu. V praxi totiz odporova sila na telesa pdsobi a preto je nutné jej
velkost vocdi velkosti inej sily (v tomto pripade tiazovej) potladit.

3k 3K 3k 5K 3k 3k 5k >k K 5K >k 5Kk 5K >k 5k 5k 3k 5K >k 3k 5k >k K 5K >k 5Kk 5k 3k 5Kk 5k 3k 5k >k K 5k >k K 5k >k 3k 5k >k >k >k >k >k k >k k k&

Matematické kyvadlo je hmotny bod zaveseny na zévese s dizkou |, pohybujlci sa G¢inkom
tiazovej sily. Zaves ma zanedbatelnd hmotnost. Ak uhol ¢ je maly, m6ézeme kmitavy pohyb

povazovat za linedrny.

Pre silu F, spbsobujucu pohyb plati

F =—mgsingo:—mgTy:—mlgy=—ky

teda matematické kyvadlo je harmonicky oscilator.

Potom



ma=-k.y= —m%y =-—mw’y

g

a uhlova frekvencia bude o = I—

/ |
Pre periddu vlastnych kmitov plati T =27 [— .
g
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2.1.9.2 Fyzikalne kyvadilo

Matematické kyvadlo sa velmi zle realizuje - v praxi je nezostrojitelné. Skuto¢né kyvadla su
vzdy pevné telesa, ktoré si zavesené tak, aby sa mohli kyvat okolo osi prechadzajlicej nad
taziskom. Také kyvadlo sa nazyva fyzikalne kyvadlo. Odvodenie pre nase potreby nie je
celkom priamociare a presné, ale napriek tomu sa k nemu mbzeme priblizit. Budeme
vychadzat zo Zakona zachovania energie.

Kyvadlo opiSeme pomocou vzdialenosti | taZiska od osi otacania, hmotnosti kyvadla m
a momentu zotrvacnosti J vzhladom k osi symetrie (t.j. osi prechadzajlcej taziskom kyvadla).
Pri vychyleni o maly uhol ¢ do vysky h ziska kyvadlo potencidlnu energiu (vzhladom k svojej

rovnovaznej polohe) Ep. Vysku h modzeme vyjadrit pomocou goniometrickej funkcie

I-h , . .
Ccos ¢ :T, odkial' dostdvame h = I.(l—COS(o). Potencialna energia, ktoru ma kyvadlo v tejto

vySke mozeme napisat v tvare Ep:m.g.h:m.g.l.(l—COSgo). Vzhladom k tomu, Ze nas
2

zaujimaju malé rozkyvy kyvadla, je mozné pouzit priblizny vztah 1—cos¢ i%, ktory pre malé

2
uhly plati. Potencialnu energiu méZeme zapisat v tvare E = m.g.l.%.

Pozndmka: Funkcia y=1-c0SX sa teda v okoli pocliatku sustavy suradnic (pre maly rozkyv
2
, . X
kyvadla) sprava podobne ako funkcia y =?.

Potencidlna energia sa bude po uvolneni kyvadla menit na kinetick( energiu rota¢ného pohybu
1 y
E, :Elez , kde J,=J+ml* je moment zotrvagnosti vzhladom na os, okolo ktorej sa

kyvadlo kyve, vypocitany na zaklade Steinerovej vety a @ je uhlova rychlost rotacného
pohybu. Zo zakona zachovanie mechanickej energie dostdvame Ep = E, a po dosadeni

mgle® = (J +m|2)a>2. Odtial' dostavame uhlovu frekvenciu kmitania fyzikalneho kyvadla v tvare

mgl e . v
®=,——— . Tento vztah je mozné upravit na o =
J+ml

redukovana dizka fyzikalneho kyvadla.




Fyzikalne kyvadlo sa teda kyve s rovnakou periédou ako kyvadlo matematické, ak je
redukovana dlzka fyzikalneho kyvadla rovnaka ako dizka matematického kyvadla.
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Fyzikalne kyvadlo je dokonale tuhé teleso s hmotnostou m otacavé okolo vodorovnej osi
neprechadzjlcej taziskom a pohybujlce sa u¢inkom tiazovej sily. D& sa dokazat, ze fyzikalne
kyvadlo kona harmonicky kmitavy pohyb s periédou

J
T=2r|—
mgd
kde J je moment zotrvadnosti telesa vzhladom na os otacania, d je vzdialenost taziska T od

osi otacania. Velicina L:—d je redukovana dizka fyzikalneho kyvadla. Je to dlzka
m.

takého matematického kyvadla, ktoré ma rovnaka periédu vlastnych kmitov ako uvazované
fyzikalne kyvadlo.

Oy

Fyzikdlne kyvadlad su dblezitou sucastou gravimetrickych pristrojov, ktoré umoziuju presné
merania tiazového zrychlenia. Lokdlna hodnota tiazového zrychlenia zavisi od zemepisnej
$irky, nadmorskej vysky, ale aj od zloZenia zemskej kdry, preto umozriuje robit zavery
o zlozeni zemskej kory.



